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Bevezetés

A vizsgálandó kérdés

Bels® struktúra hatása a szórásra?

A legenda

Hosszú gerendákat szállítanak a városba a
Münster építéséhez.

A kocsikon keresztben fekv® faanyag nem fér
át a városkapun . . .

Szélesítsük a kaput?

vagy

Tanuljunk a fészeképít® verébt®l?

Ulmer Spatz

Ulm városának jelképe.
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A rotor modell

• Szimmetrikus 2D forgó molekula.

• Merev de irányítható bels® struktúra.

Jellmez®k: M, M := M × (κa)2.

• A tömegközéppont csak az apertúra szimmet-
riatengelye mentén mozoghat

⇒ Két szabadsági fok: x és ϕ

H =
p2x

2M
+

p2ϕ
2M

Jellemz® paraméterek:

• κ tömeg eloszlás a rotor mentén,

• c := b/a apertúra méret per rotorhossz arány

A szimmetrikus rotor

x

y

x

a
bϕ
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A rotor modell � a forgási és haladó szabadsági fokok összefonódása

Geometriai kényszerek

Kritikus távolság és szög: xc és αc

Az elérhet® forgásszög függ a TKP koordinátától: α(x)

(a)

xc

αc

(b)

x

α(x)

(c)

α(0)

Klasszikus (geometriai) átmeneti valószín¶ség:

Nem forgó rotorok egyenletes szögeloszlású sokaságát föltételezve

T cl =
transzmissziót megenged® rotor hajlásszögek

összes lehetséges rotor hajlásszög
.
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A rotor modell � a forgási és haladó szabadsági fokok összefonódása

Geometriai kényszerek

Kritikus távolság és szög: xc és αc

Az elérhet® forgásszög függ a TKP koordinátától: α(x)

(a)

xc

αc

(b)

x

α(x)

(c)

α(0)

Klasszikus (geometriai) átmeneti valószín¶ség:

Nem forgó rotorok egyenletes szögeloszlású sokaságát föltételezve

T cl =
2αc
π

=
2

π
arctan

[
c√

1− c2
]
.
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Kvantumos szórási probléma

A rendszer |ΨE〉 energiasajátállapotát a

Ĥ |ΨE〉 = E |ΨE〉

egyenlet határozza meg, amely koordináta reprezentációban

[
− ~2

2M

∂2

∂x2
− ~2

2M
∂2

∂ϕ2

]
ΨE(x, ϕ) = E ΨE(x, ϕ).

Dimenziótlan változókat és mennyiségeket bevezetve:

s :=
x

κa
, ε := E

(
~2

2M(κa)2

)−1

Energia sajátérték egyenlet

−
[
∂2

∂s2
+

∂2

∂ϕ2

]
Ψε(s, ϕ) = ε Ψε(s, ϕ). + Peremfeltételek
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Kvantumos szórási probléma

Az energiasajátérték egyenlet dimenziótlan változókkal

Ĥ |ΨE〉 = E |ΨE〉 ⇒ −
[
∂2

∂s2
+

∂2

∂ϕ2

]
Ψε(s, ϕ) = ε Ψε(s, ϕ).

+ Peremfeltételek

A −sc ≤ s ≤ sc kölcsönhatási régió-
ban a hullámfüggvénynek el kell t¶nnie
a geometriailag megengedett régió ha-
tárán és azon kívül.
(Lásd piros vonal)

α(s) := arctan
c

κ|s|
0

0

-sc sc
-π/2

−αc

αc

π/2
Kölcsönhatási régió (I)

2α(t)(s)

s

ϕ

A transzlációs és a rotációs szabadsági fokok a peremföltételek miatt összefonódnak.

7 / 26



A rotor modell Analitikus közelítés Green-függvény Eredmények Kitekintés

Analitikus közelítés

A kvantummechanikai állapot a kölcsönhatási régióban Ansatz

Ψε(s, ϕ) =

∞∑

n=1

ψn(s) χn [ϕ, α(s)] ,

A forgást leíró χn [ϕ, α(s)] dobozba zárt részecske hullámfüggvények követik a
doboz méretének α(s)-sel jellemzett változását:

χn [ϕ, α(s)] :=
1√
α(s)

sin

[
nπ (ϕ+ α(s))

2α(s)

]
(n = 1, 2, · · · )

E�ektív egydimenziós egyenlet a haladó módusokra

Az α(s) deriváltjait elhagyjuk ⇒ a transzlációs módusok szétcsatolódnak.

[
d2

ds2
+ ε− n2 v(s)

]
ψn(s) = 0, n = 1, 2, · · ·

Ahol v(s) az α(s)-t®l függ® e�ektív potenciál.
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Analitikus közelítés

E�ektív potenciál az áthaladó részecskékre

v(s) :=
(π

2

)2
[α(s)]−2 =

(π
2

)2 [
arctan

(
c

κ|s|

)]−2
.

Illesztett �ktív oszcillátor potenciál

Az arctan függvényt lineárisan közelítve:

v(s) ≈
(π

2

)2 (κ
c

)2
s2.

A másodfokú kifejezést illesztve:

vosc(s) = v0 +
1

2

[
2(vc − v0)

s2c

]

︸ ︷︷ ︸
ω2
osc

s2 0

2

4

6

8

10

-sc sc

vc

v0

s

v(s)

Paraméterek: c = 0.5, κ = 1.

v(t)(s) e�ektív potenciál (szaggatott piros)

vosc(s) oszcillátor potenciál (folytonos kék)
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Analitikus közelítés

A megoldások illesztése

0

0

-sc sc
-π/2

−αc

αc

π/2
Kölcsönhatási régió (I)

2α(t)(s)

s

ϕ

Szabad rotor megoldások:
∞∑

m=−∞

[
δ0m eikms + rm e−ikms

]
φm(ϕ).

Szabad rotor megoldások:
∞∑

m=−∞
tm eikmsφm(ϕ).

Korlátozott rotor megoldások:
∞∑
n=1

[anfn(x) + bngn(x)] χn[ϕ, α(s)].

Transzmisszió:

T (ε) = 1
k0

m0∑
m=−m0

km|tm|2

10 / 26



A rotor modell Analitikus közelítés Green-függvény Eredmények Kitekintés

Analitikus közelítés

Transzmisszió a bejöv® hullám energiájának függvényében

Nem forgó részecskék esetén

−1 −0.5 0 0.5 1
0

5

10

15

20
(a)

I II III

s

v(t)

0

5

10

15

20

0 0.5 1

(b)

ε

T

exact
approx (c = 0.4)

(κ = 1)

A �ktív oszcillátor sajátenergiái: εn = v0 +

(
n +

1

2

)
ωosc
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A szórásprobléma megoldása Green-függvénnyel

Célunk

A szórási probléma megoldása tetsz®leges bejöv® hullámra.

Az analitikus eredmények ellen®rzése.

S-mátrix: rm =
∑m0

n=−m0
SLLmn cn, és tm =

∑m0
n=−m0

SRLmn cn.

A cm bejöv® és az rm ill. tm kimen® amplitúdók lineáris kapcsolata.

A kölcsönhatási régiótól távol

ΨL
ε (s, ϕ) =

m0∑

m=−m0

[
cm eikms + rm e−ikms

]
φm(ϕ).

ΨR
ε (s, ϕ) =

m0∑

m=−m0

[
tm eikms

]
φm(ϕ).
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A szórásprobléma megoldása Green-függvénnyel

Célunk

A szórási probléma megoldása tetsz®leges bejöv® hullámra.

Az analitikus eredmények ellen®rzése.

S-mátrix: rm =
∑m0

n=−m0
SLLmn cn, és tm =

∑m0
n=−m0

SRLmn cn.

A cm bejöv® és az rm ill. tm kimen® amplitúdók lineáris kapcsolata.

Módszer:

Az S-mátrix meghatározása a problémához tartozó Green-függvény segítségével.

A retardált Green-függvényt de�niáló egyenlet:

[(ε+ iη)11−H] G(ε) = 11 ahol, η −→ 0+

A megoldás diszkrét rácson egy (elvben végtelen) mátrix invertálását jelenti.

S. Datta, Electronic Transport in Mesoscopic Systems, Cambridge, 1995.

12 / 26



A rotor modell Analitikus közelítés Green-függvény Eredmények Kitekintés

A szórásprobléma megoldása Green-függvénnyel

Doboz (B)

Kölcsönhatási
régió (I)

Bal drót (L) Jobb drót (R)

BL BRc

r t

A probléma végessé tétele

S kiszámításához elegend® a G(ε) ismerete a B Dobozra megszorítva:

SLRnm = −δnm + i 2km 〈BL, φn|G(ε) |BR, φm〉 (Fisher-Lee reláció)

〈s, φn | Ψ〉 =

m0∑

m=−m0

〈s, φn|G(ε) |BL, φm〉 2ikm cm, ahol s ∈ B.

Fisher, D. and Lee, P., Phys. Rev. B 23 (1981) 6851.
13 / 26



A rotor modell Analitikus közelítés Green-függvény Eredmények Kitekintés

A Green-függvény numerikus meghatározása diszkrét rácson

pL1

pL2

pL3

BL1

BL2

BL3

pR1

pR2

pR3

BR1

BR2

BR3

Bal drót (L) Doboz (B) Jobb drót (R)τL τR

BL1

BL2

BL3

BR1

BR2

BR3

Doboz (B)

A Dobozra megszorított Green-függvény diszkrét rácson egzakt

GBB(ε) =
[
ε1−HBB −Σ(ε)

]−1
.

A félvégtelen drótok hatását a Σ(ε) nem-hermitikus korrekció tartalmazza.

A Jobb dróttól származó nem elt¶n® korrekciók:

ΣR[BRi, BRj ] ∼ gR [pRi, pRj ] gR = félvégtelen drót Green-függvénye

S. Datta, Electronic Transport in Mesoscopic Systems, Cambridge, 1995.

Di Ventra, M.,Electrical Transport in Nanoscale Systems, Cambridge, 2008.

Ferry, D., Goodnick, S., and Bird, J., Transport in Nanostructures, Cambridge, 2009.
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A Green-függvény numerikus meghatározása diszkrét rácson

Az operátorok "Bal drót + Doboz + Jobb drót" particionálása:

[(ε+ iη)1 −H] =




(ε+ iη)1 −HLL (τL)† 0

τL ε1 −HBB τR

0 (τR)† (ε+ iη)1 −HRR




G =




GLL GLB GLR

GBL GBB GBR

GRL GRB GRR




[(ε+ iη)1−H] G(ε) = 1 ⇒ GBB formálisan kifejezhet®
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A releváns �zikai tulajdonságok és a Green-függvény

A Doboz formális sajátértékproblémája Élettartam

[
HBB + Σ(ε)

] ∣∣ΨB
µ

〉
= εµ

∣∣ΨB
µ

〉

εµ = εµ,0 − ∆µ − i(γµ/2).

Az izolált probléma
sajátenergiája

Σ(ε) hermitikus
része

Σ(ε) anti-hermitikus része
⇒ véges élettartam

A rendszer energia-spektrumának jellemzése Állapots¶r¶ség (DOS)

N (ε) ≡ − 1

π
Tr
{

Im
[
GBB(ε)

]}
= − 1

π

∫

B
dr 〈r| Im

[
GBB(ε)

]
|r〉 .

N (ε) =
1

π

∑

µ

γµ/2

(ε− εµ,0 + ∆µ)
2

+ (γµ/2)
2 −→

γµ→0

∑

µ

δ (ε− εµ,0 + ∆µ) .
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sajátenergiája
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Numerikusan egzakt eredmények

A transzmisszió energiafüggése "nem forgó" bejöv® hullám esetén (c = 0.5)

0 10 20 30 40 50
0

0.5
1

1.5
2

ε1
ε̃2 ε3 ε̃4 ε̃5 ε6

N (ε)

Állapotsűrűség (DOS)

Mely energiákon
száḿıthatunk
rezonanciára?

0 10 20 30 40 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

T clε1 ε3 ε6

ε

T (ε)

exact
approx

A transzmisszió
energiafüggése

A hullámfüggvény
abszolút érték négyzete
rezonáns energiákon.

Ψeven
0 (s, ϕ) = eik0sφ0(ϕ)
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Numerikusan egzakt eredmények

A transzmisszió energiafüggése "ellentétesen forgó" bemenet esetén (c = 0.5)

0 10 20 30 40 50
0

0.5
1

1.5
2

ε1
ε̃2 ε3 ε̃4 ε̃5 ε6

N (ε)

Állapotsűrűség (DOS)

Mely energiákon
száḿıthatunk
rezonanciára?

0 10 20 30 40 50
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

T pcl

ε̃2 ε̃4 ε̃5

ε

T (ε)

A transzmisszió
energiafüggése

A hullámfüggvény
abszolút érték négyzete
rezonáns energiákon.

Ψodd
1 (s, ϕ) =

= eik1s 1√
2

[φ1(ϕ)− φ−1(ϕ)]
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Összegzés

Kétdimenziós bels® struktúrával rendelkez® részecske modell (merev forgás) résen
való szóródását vizsgáltuk kétféle módszerrel.

• Analitikus közelítés segítségével (nem forgó bemenet) a kölcsönhatási régióban a
transzlációra vonatkozó e�ektív potenciálokat vezettünk be, és meghatároztuk a
transzmissziós valószín¶séget.

• A transzmisszióban mutatkozó rezonanciák a rotor késleltetett áthaladását jelen-
tik, melyek energiájára egy a geometriai paraméterekt®l függ® közelít® formulát
is adtunk.

• Green-függvényeken alapuló módszerrel tetsz®leges energián egzakt numerikus
megoldást adtunk a szórási problémára, és a nyert adatok segítségével jellemeztük
a folytonos energia spektrumot.

• Igazoltuk, hogy a közelítéseket tartalmazó analitikus megoldás alacsony energi-
ákon jól egyezik az egzakt megoldással és rámutattunk az analitikus módszer
határaira is.
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Összegzés

Megjelent cikkek

B. W. Shore, P. Dömötör, E. Sadurní, G. Süssmann, and W. P. Schleich,
New Journal of Physics, vol. 17, no. 1, p. 013046, 2015.

P. Dömötör, P. Földi, M. G. Benedict, B. W. Shore, and W. P. Schleich,
New Journal of Physics, vol. 17, no. 2, p. 023044, 2015.
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Kitekintés

Kísérleti lehet®ségek

• Mechanikus rács ∼ 100 nm � döntéssel csökkenthet®.

• Hélium dimer mérete: transzmissziós koe�ciens méréséb®l. 62
◦
A = 6.2 nm. �

csak rotációs alapállapotban létezik.

• Atomoptikai kísérletek, elhajlás lézer generálta rácson.

• Rb872 nempoláris molekula, 6.09
◦
A hosszú. � térbeli orientáció pontosan megha-

tározható
M. Deiÿ, B. Drews, B. Deissler, and J. H. Denschlag J
"Probing the axis alignment of an ultracold spin-polarized Rb2 molecule"

Phys. Rev. Lett. vol. 113, p. 233004, 2014.
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Vissza a klasszikus problémához

x

y

a

bϕ

(a)

x

y

F∆t

ϕ

+

(b)

F∆t

x

y

ϕ

-

(c)

Példa: A rotor 3 ütközést követ®en hagyja el a kölcsönhatási régiót
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Vissza a klasszikus problémához

De lehet 3-nál sokkal több ütközés is . . .
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Kaotikus viselkedés jelei
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Kaotikus viselkedés jelei
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